
Dia 3 : Designaldades sin independencia
Hasta abora hemos vinto concentration dada

por la some de variables independientes,
en esta class veremes gue la concentre
cion puede surgir en mas contextos

.

Vamos a estudiar funciones f : B--> R

y nos interesa entender cando

f(x) = If(x)
↑ Unif(sd-1)

Este tipo de concentration se da

cando la funcion o es relativamente
estable

.

Teorema : Considere un vector aleatorio
-

X - Unif (ins") . Consideramos wa

funcion Lipschitz f : in sn->IR . Entences
,

11f(X) - Ef(X)/Y2 = CL
.

-

Covolario : Asuma X-Unif ($n-1(
-

y f : (n-RR es -Lipschitz . Entonces



Equivalentemente,Ifxfeeler t is
Ejercicio

: Probar d corolario
.

Para probar este feorema usaremos

un resultado profundo conocido come

designaldad Isoperimetrica .
Dade un conjunto A [D"-t

,
define

Aa = 4x= $"") yet +
, q Nx-y1=5}

⑰
Teorema (D) Entre todos los conjuntos-

A 2 gu-1 con un area dada Area(A)

los casquetes esfericos (vecindaries

de on solo punfol minimizan Area (Aa)

para cualquier Ex0 fijo .

Est resultado no to probaremos .



pero lo usacemes para probar el signicate
resultado

.

Lemma : Sea As in $2- un conjunto .

Defina 8 (A) = Area (A)/Arcalingr .
Entonces si A)= 1/2 , para todo

t ? 0

· (A1)= 1 = 2expl-cf7 .
Drueba : Considemos
-

H =
= Gx= $r-1 : x1 = 07 .

por mestras hipolesis , OCA) : 0 (All
, Grego

por la designaldad isoperimetrica
Ejercicio -(A) = 0(Hs)
↓

Hecho : Las componentes de XeUnif (in*-

satis facen IX : /Iy=C . ->

-e Supongamos que
x G in $4-1 satisface
·

x 1
= t/2 &

E
X i I= 1->

yj=
0 -> y = H
- X1 j = 1



NX-yI = 2 x1 = t

=> EXEad : 41
2

3 Ht .
Entonces

-(1) = (X1 = /z)= 1- 2exp(att .
↳

Consequencie

In altas dimensiones
,
on slice en el

ecrador es casi ignal de pesada
gre

toda fa boke
.

Proba del Teoroma (D)

SPDG asomimos L= 1
.
sea M

la media de f(x) , es decir

P(f(X) = M) = 22 y P(f(x) = M) = 1.
Defina el conjunto de subnivel

A = (Xersm : f(x) = M3 .
Entonces DCA) : Ve

y por el lema
anterior

⑪(A1) = 1 - 2expl-ct2) ·



Por d otro lado si XtAL=> IYEA
ty AX-yIls t . Loego
f(x) = f(y) + IX-yI1 = M+ 1

↑1-Lipschitz
·

Entences
1 - 2exp( -ct2) = P(A1) = P(f(X) = M +b)

Repitiendo el arguments con-1
ob tenemos

IP(f(X) - M = -t) = 1 - 2exp(-ct2) ·
Combinando estos dos resultados

obtenemos gue
If(x) - MIN = C .

Casi tenemos el resultado gue
quere mos, pero tenemos Men Let

de Ef (X) .

Lemar: Si Wes una va . con AWAtt
Entences

11 W- EWIIY = C .

-



Con este Lema si f(X) -M = W

=> 1 f(x) -M-EfCX)+M1ly2= C
.

to gre preba el teorema
.

Finalmente tenemos gue probar Lema (D) .

Preeba : Por designaldad triangular-

IX-EX12 = NXNc + HEX1Yz
Recordemos que /1lk=C . Legs
HEXUN2 = 1 EX1 111IYz

=C EX

Caracterizacion
= C IX11

de I . Ive
Y C IXIY2·con

[
momentos .

I

Aplicacion reduccion de dimension

Recordemos la aplicacion del primer
dia



⑧

a

pantos
-
808 - -P

..
⑧

end-dimensiones

·

I subespacio m
&

... I aleatorio
EV

El espacio de subespacios de dim m

en IRd
C Gd,m ( forma un grupo

compacte y por consiguiente fiene
una medida de Haar

.

Johnson-Lindenstraps LeaeTeorema Sea con ISI=n.-

Fije 230 y asuma

m = C: log n .

Considere EvUnif(Gdm) · Sea P
la proyeccion ortogonal a E . Entonces

con probabilidad por 10 menos
1- 2exp(-cm) , La proyeccion escalada

1 PC =y
in

satisface que



11-E)UX-1A= NX-cyllz = (1 + 9) /X-ylle2

-
Para probar este resultado usaremos

el siguiente Loma .

Lema : Sea ZEIR* un punto fijo.-

Entences
cil +E1PZ12)* = 11712d

(ii) Con probabilidad pow Lo menos

1 -2exp(-ca2m) tenemos

(89) 11-2) All -1PzzI2= (1+2) Elle·d 2

+

perdelLema : SPDG HE12 =1 .

Suponga que E.
= GX : xi=0 ultimas}

d-m comp .

Notegue si R es una rotacion
alatoria uniforme Basis for o

↓(d) p(d) UPR- O 0E REo RU
~Unif($4)

Entonces ↳
IPz1= IRUoUREll= IUoUREll

,



sin perdida de generalidad E=Eo

y z ~ Unif (5d-1) .

Note gue

Pz = Yr) y = 1

Como los is estain identicaments
distribuidos

# z = I Fi

Luego
EADZI2= ↳

Ato prueba til . Para probar (ii)
note gue la funcion f : $d-1-> R

z IIPE11 Chequear
es 1 : Lipschitz . Luego tenemos

gue
Il PEllz- ENPzIe IYz= C



Entonus

Lemita : Suponga que W es una W . A.
-

t-G: A WIIy - D · Entences

aw-lullally = C IWIve
Prveba :
-

NW-wcIy= Aw lyz +HWlalyz

Caracterizations IWIy+IWIe 111Ily
de momentos.=Alle + 2 c IWINe
cond limita concluimos gue
I (NPz11- -21 : A <zexpl-cf)

Lo cual es equivalente al enunciado del
lema. El

Coneste lema estamos listos para
probar Johnson - Lindenstrass .

Consideremes d conjunto
T = 4x - y= x, yeS] . Usando of

x y



lema que acabamos de probar

P (I = = Yay = no satisface (89))
= I C = no satisface (00))
zGY

=2151exp( - 222m)
= 2(2) exp(-cm)
= 2 nexp(-c" m)
= 2 exp(2log(n) - <1 2 "m)
Como m ? C log(n), podemos

E

asignarc = 1 para obtener

IP (3z = 5 Ha z no satisface (88))

=Lexp( - =<m) .

Lo gue establece d resultado
.

A



Recapitulando
En estas clases cubri mos :

DOS ejemplos 3 Dia 1Designaldades clasicas
) Matrices aleatorias

is E- Mallas Soraa
①Norma de matrices sub-gaussians
is Designaldades isoperimetrical
is concentration on la esfera i Dia

3

is Johnson - Linderstrass

Hay muchisimo tema gue no cubrimes
,

pers espera que la care Lager ser
-

vido come un able bocas
.

Un par de referencias buenas :

I Vershynin ,
D Tropp .

↓


