
Dia 2 - Matrices akatorial Un monton

I de aplicaciones

Hoy estudiaremos matrices alealories cone

tradas sub-gaussianas .
Recordemos gue la norma espectral de una
matri At I- +n simetrica es igual a
11All= Sup IAul= sup <u, An)= max4 /1 , (All, 1X , (A11] .

n+-1 Mepd-

De forma similar Si AG IR*m

11Al1 = sup 11 Aull= sup(V, An) = 0
,
(A)

.

utgr-1 GERM-1
VE $n-1

Hoy accforemos la norma espectral .

Mallas
,
numeros de recubrimiento y empaquetamiento

Estudiaremos un metodo sencillo
, pero poderoso

gue se basa en E-mallas
.

Def : Sea (T
,
d) un espacio metrico . Conside

re on conjunto Ky file un es0
.

Un

subconjunto NEK es una a malla Si

↓x = x yeN +q
d(X

, y) E
. +

Def : La cardinalidad mas pequena de una



a malla de K se Kama nimero de re
cubrimiento

,
lo denotamos NCK , d , E) . +

Recorderis : On conjunto as precompact
-

siy solo si NIN , d , 2) #Es0
. t

Def : Un subconjunto of de (T , d) esta
-

a separado si FX
,yEN distintos

,

dCX,y) > E :
La cardinalidad del conjunto a separado mas

grande contenido in 1 se llama nimero

de empagretamiento y se denota PCK, d,2)

Lemma :
P(K

,
d
,
22) = N(K

,
d
, 5) = P(K,d, El .

t
Preebe Probamos solo la cota superior.-

:

suponga que ot es on conjunto E-separado
maximal separado .

Veamos gue tambiers es

mas-malla · Suporga gre no es una E-malla

-> JyGK by d(x
,y)> E Few



= Nusys esta E-separado 4.
La cota inferior queda come Ejercicio [I

Numeres de recobrimiento y volumen

Suponga que T = RR" y d(x ,y) = 11x-yI .
Usamos La notacion
-(k, a) :

= N(k , d , a)

P(K
,
2) = = P(K , d, 2) .

Dewerden que La cura de Minkowski de

dos conjuntos A
, BERY Se define come

A + B = fatb1a= A , be BJ .

Proposicion : Sea MER"
y 320 · Entences

-

Vol(K)
-

Vol(EB! )
=N(K , a) = P(K , 2) <eI

Bola Euclidiana Volumen en R
.

Prueba :
cten inferior : Sea N=NCK , 2) . Entences K



se puede abir con Na-bolas

=> vol(X) = N Vol(EB) .
cota superior : Sea N=Y(K , 2) · Podemos

construir bolas disjuntas de radio /2

gre estain contenidas en K+ EBE .
Entences

N . Vol(EB2) = Vol(K+EXB) .
El

Corolario Para walquier Eso-

(a) = ~(B ,
9) = (+1)"

La cota superior aplica para Br tambien .

Prueba : Note gue Vollr B2) = ~"Vol(B) -
-

Entences

It)= vol? Be !

+gz)Bee

=(2 + 1)"
El arguments para But es analogo . I



Cotas para matrices sub-gaussional

Lemma : Sea AGRhem y SGC0
,
11.

. Entences
--

para cualquier E-malla = $m-1 tenemos

---- sup 1AXIIIAll= #a 1AxI
.

XEN

Mas ain si ME Brt es una s-malla
,

x Et [0, /2)

->1:.) sup <y , Ax)
= All =

1

=

22 Er <y , Ax)XEN +
yEt ye

Prueba : Probames 1---) y dejamos (... ) come

ejercicio . La cota inferior as trivial . Sea

X esm-1 1. q : HAll=1AX1 => IXE 1
.q

IIX-Xoll= < . Luego 1AulI HAIIIIN1 .

HAXoll = HAX1 - RACX-Xolll ? All-ENAl=11-E) All .
H

Designaldad triangular El

Forema : Sea A una matriz hom con
-

entradas independientes sub-gaussional
con #Aij = 0 ·

Entences
, para todo t ? 0

tenemos X
= max 1AijIN

All = c K(im + in + 1)

con probabilidad por 10 menos 1- Zexplti).



Pure ba :
-

Paso 1: Aproximacion . Escoja =I . Usando a

Corollario & obtenemos S-mallas

~=$m-1
y
Me Sn

-= takes gue
Iur1= qu 11: qu
2Cardinalida

Gracias al Lema de arriba

1All = 2 max <y , Ax) .
XEN
y +M

Paso 2 : Concentration
:

Note que para

un par (x , y) GNxM fijo
I <y ,Ax>l = 1. Es His : y : llve

Proposicion (H)
->
1 C & HAijXiYgIY
↳ CK2 : ye
= cx" (x=) ( [y)
=CK?

Entences , F U20

I (sy , Ax = u) = 2expl-cuYx2) .
Paso 3 : Uniendo todo . Usamos la desrgvaldad



de Book :

I (HAU= 2) = IPG men <y . AX) = wPaso 1 YEM

Boote - [P(8 , Ax) = 2)
XEN

Paso 2 yEu
↳
=2.9
+m

· expl-cm2 /K) .
↓Ahora tomemos N= CK (2+ xm+t) ·
A

Por definit
Note gue u

2

C2(n + m+ +2) y si tome

mos C = 3
-
E ch = 3 (n+m)+ +2

:/

Enforces

I(A11 = 1) = 2 . qn+mexp(-((n +m) ++4)
= <expl+2) ·

I

Corolario 3 : Sea AGR
**

una matriz
-

simetrica con entradas sub-gaussianas
independientes con esperanza cero en

so parte triangular superior . Entonces
-

:
= max 1 Aij I in

All =CK(+1)
can probabilidad por

10 menos 1- Pet?



Aplicacion · Deteccion de comunidades

Recordemos gue teniamos un grafo aleanterio

GIn
, p , g) con dos comunidades

.

⑤ ③ ⑧
⑧
- ⑧- ⑧

·x
-

-.⑧
- I ↑ -⑧

⑧ W 0 -I I ⑧ ⑧ ⑧
⑧8

⑧-⑧ ·

Algoritmo
Calcule e segundo vector propio un de

la matriz de adjacencia Ag .
· Returne Sign (U2) como etiquetas .

Teoreme (1 : Supongn p > q y mindq , p-q3=M-

20
. Entrnces con probabilidad 1-De "

el algoritmo solo se equiroca en a

to sumo Qua etique fas .

Para probar este teorema necesitamos
haver on pequeno recordens de feoria
de perturbacion .



Teoreme (Davis-Kahan) Sean Sy T matrices
-

simetrical nen
. Fije on i tal que

min (Xi(s)-1j(S)1 = S20 .
j : If i

Entonces vector propio
↳

sin <(viCs), : (T)) < 215-T1-
angelo entre o y te

S
f

Intricion Si Sy Testan cerca
, Sus

vectors propies fambien to estain :

30th11 1 IViCs)-VilT)lle T
S

↑
chegnear !

Prveba del Teorama (i):
-

Considere A = EAG+ (AG - #AG) .G -
e en
T S R

Recuerde gre
X , CS) = (p+q) nxc(s)

= (9) n
-
2 2

y di(s) = 0 vix2 .
Intences

8 = min /24 , 9) n
e

M : =

Las entradas de Ag-EAG son v.a
.



sub-gaussianas ind con esperanza cero .

Entonces por Corolario & tenemos

IAa-EAal= en
con probabilidad 1 - 4e

-r

. Luego por

Davis - Kahan tenemos que
min 1Ve(Aa)-ve (EAaIlla =i064114 r ↑

norma 1

Note gue si multiplicanes por ↳ =

con Uz = = 2 V
2 tenemos que

V
2 (EAa)

tiene entradas en 2111 Entonces

14 :: Uz(Aa) Fuc (EAa)Y /
↳ E(ulta)-nCEtall
<CY/m2.

I


