
Dia 1 (7/Nov)
El mundo es aleatorio

,
to gue puede ser

diffcil de navegar . Pero muchas reces las

cantidades alatorias parecen was bian deter
ministas y se preden manejar.

Ejemplo 1 : Defeccion de pomunidades
-

Asumamos gue tenemos un grafo
alcatorio G con dos comunidades de nodos

·⑤ ③ ⑧
Probabilidad

⑧- ⑧ -·
- ---

W ↑ W I O
p de apare

⑧ IW -I-⑧ Cer⑧

⑧8 probabilidad 0 O
-

I ⑧ ⑧ ⑧

⑧-⑧ - of de apareces-

La mitad de 10] moders son rojos

y
ba otra mitad verdes (nosotros no

remos los colores)
, y d graf

se genera

E
P si color (i)

Xi, jeV P(Ci ,VIE V) =
colo (j)

q De lo contrario

con p > q .



-

Nuestro objective es estimar los colores
.

Sea As la matriz de adjacencia . Algo
razonable es ver que pasa en promedio :

E Ag : (natio
Echo : Los valores/ vectores propios de # Aa
son

x
+

= (02)n ,
n = (i) ,-= Correl

Idea: Calular Ue de As yusarlo-

come una aproximation de uz de EAG .

· che tan bien funciona esto?

May bien cando p-q es grande . PLOT

: Por que ? PLOT
La matriz se concentra ⑰tall - o .

HEAGI



Ejemplo 2 : Reduciendo la dimension
-

supongamos que tenemos a pontic
VI ..... Un EIRA y que nos interesa

comprimiclos con on mapa
F : AR4 -> IRm

(B) CON mad fal gre t is j

11-2) IV:-YIl= 1F(Vil-E(N; III ? (1+E) 1V=-V; I
i A
casi one isometric

para estos puntos .

Idea : Tomemos P una mafriz de proyeccion-

a un subespacio abatorio dimension

m
, definimos i
: Cre pass en promedio!
E1Fcul-FCrIP=

No tree
El Ema de Johnson-Lindengharss nos dice

gue si m = logn , entences (B) se

tiene con alta probabilidad .
PLOT ·



Designaldades de concentracion classicas
.

proscion (Designaldad de Markov
Superga gue es ura v .a positiva

.

para evalquier t > 0 , tenemos

D(X=t) = EX
--
t

Pru : Represente

X = x 14x1t] + X19xxt3
Tomando promedios
EX = 1X14x1t]] +EX 19x<t3]

I t E1[X2 ty
= t P(X=t) · I

Lo que havemos es mejorar este resultado

aplicando transformaciones a X
.

Cooario (Chebycher) Sea X una va. can
esperanza my varianza o

? Entences
,

para todo so
, tenemos

I(IX-u) = t)=
E jercicio .



Def : Una via . Y tiene distribucion Bernau
-

I : simetrica Si

P(X = -1) = P(X = 1) = Xz .

Teorema (Hooffding) Sean X., ..., Xu va. ind
--

Bernoulli simetrical y sea a= lar ... , an)

ER"
.

Entences
, para cralquier 20

, tenemos

ID ([aix :? t) <expl- a)I

Siait- -
naI= I

proba : La funcion x - > exp(Xx) es
creciente para todo d

, luego

⑪([aiX : < t) = D(exp/d aixi) = exp(it))
(A)

Markov-> 1 e-st E exp(X2 a:Xi)
-

Funcion generadora
de momentos

.

Como los Xi son rid
,
tenemos

n

E exp(/[a :X :)= # Eexp(Xa:X (

Hay doc possibles valoves 11
,
entences



Ecxp(1aiX) = = (exp(Xa:) + expl-Xai(

=cosh(Xai)
Ejercicio↳
/Taylor) =exp((ka :)"/2)

Substituyendo en (A)
,

I (EaiXict) < e
-x
Hexp((a!/2)

=expl-it + 1 [ai)
=expl-xt + 11al2)
-
Quadratica q(x)

Minimizando tq(X) =0 E) 1 =
--

Hall2

Substituyendo
I (2 aiX :It) = expl-t2/2) .

1

Ejercicio 2 .27 .

Oberacion : Esta estrategia de prueba
Se prede usar para probar designal
dades mas generals (cherwofff .



Distribuciones sub- Gausianas

Algowateucires Preguntarse para gre
tenemes la concentra

cion dada por Hoeffding?

B(/2a , X :1 = t] = 2 expl-m)
Esto automaticamente vos da una

restriction :

↑ 191X :1st] = <expl-ct2) ·

Llamare mos v.a. que sabisfagan esta

designal dad ,
Su-Gaussianas

.

Ejemplos
D Gaussians P(IX)= t) = 2exp (t42)
Bernoulli (Hoeffding)
D Bounded (E jerci cio) .

Proposicion (Caracterizacion ( sea A
-

und variable aleatoria
.
Las siguientes

propiedades son equivalentes



(modulo factures
constantes

antic los parametros
Kil :

(i) Las colas de X satisfacen
P(I)>t) 12expl-tYK ,) .

(ii) Los momentos de X satisfacen
IXIp= (EIXP)"E K2 .

(iii) La funcion generadora de momentos

(FGM) de Y satisface
E exp(Xz) = explKY FIXIIEs

(iv) La FGM de Y satisface que
# exp(Xkp) = 2

S : EX=0 entences la siguiente tambien

es equivalente a (i)-(iv)

(v) La FGM de X satisface
Eexp(XX) = exp(k5) FER .

Preeba : SPDG
- -
(i)-> (ii) . Sin perdida do generalidad KI1 .
Usando la identidad IEX = S: P(X = 2) du)



E IXIP = 18 IP /IX= u) du

Cambio W
de variable = 1& P((X)=t) ptP-1 dt
tP = U

=2pg. c*
P-- dt

Cambio de p
- 1

variables ot?
= P Se -s SI ds
-

Funcion Gamma M(P/2)
= pr(P/z)

13p(P/2)P2 < /(x) 3 ** +xz
El resultado se signe tomando raices ( . ) *

y rotando gue xix= 2 FXT0
.

(ii) => (iii) SPDG K2=1 . Por Taylor
,

#exp(1X2) = # [1+ 7 = 1 + PA
D

--

p !

Usando la cota E [P]=(2p)P y la

aproximation de Stirling da p ! (pre)P .

sustituyendo
# exp(12X2) = 1 + =Roled"

I -Sex 1
.

-

1- 2e



I -e2x W

1 -X I exp(42x)
Si Xe[0,1] .

La cota se fiere cando (I
re

(iii)-> (iv) Trivial .
(iv)= (i) SPDG Ky = 1 . Entonces
IP((X)2t) = P(2x= etr)

I e-
th E eX2

=2et? (i) se comple
con k1= 1.

La equivalencia con (v) se deja come

ejereicio . (i < :8- (2) , (v) => (i) . El

Definicion Una v .a. X es sub-Gaussiana
--

si satisface , cualquiera de las 5 propiedades .
So norma sub-Gaussiana

, IXIIe se defi
he come

I 1Xy
:
= inf[K20 : Eexp(X/K2) = 23 .

Proble gue
esto es una norma. -

Gracias a la prosicion ,
si IXII*

↑(ol P(X=t) = 2 expl-ct/ Xi It ? 0I
(i) AX1z=21X1y ↓p = 1;
1)Si EX =0 => Rexp(X)= cyp(cYIXIrel FER .



La designaldad de Hoeffding generalizada
Proposicion (tt) Sean X

..
. .

., Xn v. a .
ind
,
sub-

-

gaussiancy con esperanza cero
. Intences

I E
,

Villc [ IXilly

para una constante absoluta c>0
.

Proba : Sea G RR
,

-

#explX2X :)= I Eexp/aXil (Independencia)

I Hexp(c11Xilly) (*)
=exp(1(([ /x :1)) -

I

Un covolario directo de esta prosizion :

Teorema Sean X ,, .

, Xn v .a .

ind Sub-
-

gaussianes con #Xi20 y a GRR" 1203
.

Entonces
, para todo t 20

,
tenemos

DEI
,
aixil= ty = zexp- an)"

donde K =

max IXillys +


